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Es bien conocido que el cálculo de los grupos de cohomología de una curva
plana se puede hacer paso a paso por transformaciones cuadrátícas . El pro-
pósito de esta comunicación, es mostrar que si existe una desíngularízacíón
en el sentido de Híronaka, a base de transformaciones cuadrátícas con cen-
tros en subvariedades normalmente planas, se puede calcular de un modo pre-
ciso la varíación de la cohomología y de la característica . Los teoremas cen
trales son :
Sea
	
u :Y' ->Y una transformación cuadráti .ca con centro en una subvariedad
normalmente plana Z de codímensión d y multiplicidad m , estando Y
sumergida en una variedad simple con codímensi6n .l .
1 ° Variación de los dualizantes : Si DY , y Dy son los dualizantes de Y'
e Y , se verifica :
DY' = TrDY 0 OY , L-(ni-d)E
siendo E el ciclo excepcional de la explosión .
2 ° Teorema de anulación : Ri7r*DY , = 0 i > 0 y en particular n*DZ,, = nZ-d - U DY'Y
3 ° Cálculo de la varíación de la característica . Si Y'---+ Y es un morfísmo
proyectivo factorizable por transformaciones cuadráticas a lo Ilironaka
Y' = Yo--, Y 1- . . . -yn = Y , se verifica :
X(DY,) = X(DY)
siendo mi, dj	lamultiplicidad y la codimensíón del centro de explosión
Z . en Y . ,
J J
n m3 -dj-r
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4 ° R1n*OY , = 0
	
para í ~ O , d-1 . Además dimk(P) (Pd Y *OY ,) P
=al término cons
tante del polinomío de Samuels del anillo local de Y en el punto genérico
p de Z
5 ° Se verifica la sucesión exacta siguiente : si =~we
rifica :
274
-.Hi (Y,0y ---,H 1 (Y',OYE )-~1111 (Y,R~u*OY
6° Por último demostramos el teorema de anulación para morfismos proyectivos
Y'-->Y factorizables por transformaciones cuadráticas a lo Hironaka, es de
cir Rin*DY ,= 0 i> 0 . Este teorema ha sido demostrado por Grauert-Riemens-
chneider en variedades-analíticas, y por 14ah1 y Lipman para superficies .
Pasemos a las demostraciones :
Sea X una variedad lisa e Y una subvariedad de codimensí6n 1 de X
gra, y sean Ti, n la transformación cuadrática en una subvariedad lisa de
X' ~	Y' Y dada por el haz de ideales p .
n
llamemos p al haz de . ideales de Y' dado por la
imagen del morfismo 7r*p -->OY , . Se verifica enton-
X -	Y ces que :
Demostración : p m-d = LO(m-d)E ® OX,OY'
siendo E el divisor excepcional .
Por adjunción DY , = (S2X , ®LY ,) ® O O Y' ,X'
Rin*DY , = 0 i > 0
Dy = (2X ® LY ) ® O 0y , y teniendo
X
ínte
Teorema : El dualizante de Y' vale D - m-dY,= p ®n*DY	si ndo m la multi-
plicidad y d la codimensidn en Y del centro de la explosici6n .
en cuenta que S2_ X' = V*$2X
®LdE	siendo E el divisor excepcional de la explo
si6n y que n*Ly = LY'+mE se concluye .
Teorema de Anulación : En las mismas hipótesis que el teorema anterior se ve-
Demostración : Como la cuestión es local, bastará probar por el teorema ante-
rior que Rin* P,m-d = 0 para i> 0 . Tensorializando por 0X ,(m-d) en la su
cesión 0 -> ay , -> OX , -} OY, -> 0 resulta
0-aY,(m-d)->OX,(m-d)- OY,(m-d) = p
m-d -" 0 (*)
Ahora bien, 11 *aY = aY , ~a7 y como ay	 s principal se tiene que en nuestra
localidad ay ,= aEm = 0X,(-m) por la equivalencia lineal . Y se termina toman
do imágenes directas en la sucesí6n (*) teniendo en cuanta el conocido hecho
de que
	
R1 ir,,OX , (n) = 0 i > 0 para n>-d-1 siendo ñ:X'-+X una transforma-
c
cíón cuadrátíca de variedades lisas .
Consecuencia : variación de la característica en un norfismo birracíonal :
Por el teorema de anulación, si Tr :Y'---+ Y es una transformación cuadrática
en las condiciones del teorema se tiene que la suite espectral
Eppq = Hp(Y,0.R*DY1 ) => Hp+q(Y',Dyl)
es degenerada luego Hi (Y,Tr*DY ,) = H1 (Y',DY ,) .
Tomando característica'en la sucesión exacta :
pm-d ®DY = TT*Dv, -- Dy---0Y/pm-d ® DY-i 0
resulta que X(Dy) - X(DY ,) = X(Oy/p-d ®DY) .
Llamando pZ al ideal definido por el centro de explosión dentro del am-
biente liso X se tiene que :
X(Dy	-X(Dy?) =x(0y/p
-d ® 0
Y
Dy_ (OX/pZ-d ®DY) _
m-d-i
X(pZ/pZ+1 ®DY ) - X(S1NZ/X ®DY)
T
donde NZ/X es el fibrado normal a Z dentro de X . Por tanto :
Teorema : Si Y'---->Y es un morfismo birracional proyectivo que factoriza
por dilataciones en subvariedades normalmente planas a lo Hironaka, se puede
calcular la variación de la característica con las fórmulas anteriores .
Teorema de dualidad para morfismos birracionales : Sea X-->Esp 0 la explo-
sión en un punto de codímensión d (que sea una singularidad normalmente
plana) de un anillo local completo O , se verifica :
Rl1r*M = ExtÚ d-1 (M,HÉ(DX))* n = dim 0
X
siendo HE (DX) el haz de cohomologia local sobre el ciclo excepcional .
El dual lo tomamos sobre la envolvente inyectiva del cuerpo residual .
Demostración : Sea m el ideal máximo de 0 . Llamando M = M/mmM se tie-n
ne : RlTr*h{m = Extn-1 (Mn,DX)* = (por el teorema del functor compuesto para
rX Hoom = Hom) = Extn-d-i(M,Extd (O/mm ,DX)) y se termina pues .X
lim Extd (O/rnm D ) = Hd (D ) y además lim Rlu M = RTT *r{ por el teorema de
las funciones holomorfas de Zariski .
Aplicación : Tomando en el teorema anterior Aj = DX y aplicando el teorema
de anulación, resulta para
	
i > 0 que :
gía local .
0 = Rltr *D = Extn-d-i (DX ,HE(DX)) * = Extn-d-1 (0 ,1{ d (0 ))*X X OX X E X
de donde se deduce que HÉ(OX) 0 para i ~ n .
Teorema : La condición necesaria y suficiente para que se verífique el teor_e
ma de anulación es que R1Tr *OX = H'(X-E,OX) para i ~ 0 , n .
Demostración : Se deduce de lo anterior y de la sucesión exacta de cohomolo-
Corolario : R17T*OX = 0 para í ~ 0 , n-rpor ser X Cohen-Macaulay .
Teorema : Si Y' -+ Y es un morfismo bírracíonal que factoríza por dilata-
ci6n en subvariedades normalmente planas a lo Hironaka, se verifica el teo-
rema de anulación .
Demostración : Es consecuencia del teorema anterior .
Aplicación al cálculo de la variación de la cohomología : Sea Y ' mar + Y una
transformación cuadrática en un punto de codímensi6n d . Consideremos la
suite espectral
que por lo que ya sabemos es una suite de fibra esférica, luego por la Buce
sión exacta de fibra esférica se tiene snnoniendn Y int . cerrado
_+Iü (Y, OY) -+Hí (Y' , 0y e)-- Hi-n+l (Y, Rn-1,r*OY
de donde Hl (Y,OY)=H1 (Y',OY ,) para ion-1,n .
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